Algebra II (Primer cuatrimestre, 2021)
Guias DE TRABAJOS PRACTICOS

Primera parte. Versién 1.2 [En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



GLOSARIO DE SIMBOLOS

: Alto. Estos ejercicios son importantes, pudiendo ser o no dificiles de resolver.
Se recomienda fuertemente resolverlos.

@ : Curva peligrosa. Estos ejercicios pueden ser mas dificiles de lo que parecen
a simple vista, o por el contrario, si se miran bien resultan mds faciles de lo que
parecen. Ante la duda, consulte a los docentes del curso.

&: “Siga siga”. Lea detenidamente el enunciado. Si cree entender qué es lo que
hay que hacer (ya ha resuelto un ejercicio previamente de espiritu similar), pase al
siguiente. Ante la duda, resuélvalo.

Y L ‘. .
& : Solo para artesanos. Estos ejercicios son de naturaleza tedrica y exigen un buen
dominio del arte y una cuota de imaginacién.

@: Oréculo. Proporciona pistas y sugerencias para resolver algunos ejercicios. A
veces, propone una situacion.

&=. El ejercicio requiere utilizar una maquina.



Guia 1

PRELIMINARES Y NOTACION

En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, se utiliza la siguiente
notacion:

1.
2.

10.
11.

12.

13.

14.

N denota el conjunto de todos los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.
Z denota el conjunto de todos los nimeros enteros,

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}.

. Ny denota el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos,

N(]:NU{O}:{OJ.,Q,...}.

R denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros reales.

. R* denota el conjunto de ntimeros reales no negativos, y R el conjunto de

los nimeros reales positivos.

. C denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros complejos. Por definicién

z € Csi, y s6losi z = a+ib, donde i> = —1y a,b € R. La expresién z = a—1ib
se utiliza para designar al conjugado de z. Obsérvese que z + Z = 2a y que
z — z =12b. La férmula de Euler establece que

e* = e = ¢ (cos(b) + isen(b)) .

Dado n € N, I,, denota el conjunto {1,...,n} C N. Nétese que {x; : 7 € I,,}
denota el conjunto {x1,z2,...,z,} cuyos elementos son x1,xa, ..., Ty.

. Dado un conjunto no vacio I, {z; : i € I} denota el conjunto cuyos elementos

estan indexados por el conjunto I.

. Salvo que se diga lo contrario, las letras i, j, k,l denotan indices en algin

subconjunto de N, n y m denotan ntimeros naturales, u,v,w, z,y denotan
vectores, A, B, C denotan matrices.
K denota un cuerpo.
K™*" denota el conjunto de todas las matrices de m x n con entradas en K.
Para denotar las entradas de una matriz A € K"*™, se utilizan las notaciones
A = [Ajjlier,, o A = [asjlier,,-

jEl, G€l,
Dada A € K™*", se denota por AT € K™*™ a su matriz traspuesta, definida

por AZ; i=Aj, parai €l, y j€lLy.
El simbolo

P 1 sii=j
Y10 sii#£ g
se llama delta de Kronecker

La matriz de K™*™ con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier

otra entrada, I := [;;]ic1, , se llama la matriz identidad de orden n.
J€ln



15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

K™ denota el conjunto de todas las matrices de n x 1 con entradas en K:
x € K" si, y sélo si

z1
ZTo T
r=|. =[$1 Tz xn}
Tn
para algunos x1,xo,...,x, € K.

Dada A € K"™*™. Las columnas de A se pueden pensar como elementos de
K™ y las filas de A como elementos de K™. La notaciéon A;, € K" se utiliza
para denotar la i-ésima fila de A, y la notaciéon A,; € K™ para denotar la
j-ésima columna de A.

El conjunto € = {e; : j € I,} C K" cuyos elementos estdn definidos por
e; = IL,; se denomina la base candnica de K".

Dado un intervalo I de la recta real, C'(I) denota el conjunto de todas las
funciones continuas de I en R, y para cada n € N, C™(I) denota el conjunto
de todas las funciones de I en R que son n-veces derivables y cuyas derivadas
sucesivas son continuas hasta el orden n inclusive. El conjunto de todas las
funciones que pertenecen a todos los C™(I), n € N, se designa por C* (),
es decir, C*(I) = (,,en C"(I).

K[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K: p €
K[z] si, y s6losi, p(x) = Y j_, arx® paraalgiin n € Ny y algunos ag, a1, ..., a, €
K.

El grado del polinomio 0 € K[z] es —o0.

K,,[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K cuyo
grado no supera n.



EJERCICIOS

1.1 Sean V=R y K = R. Si la suma vectorial @ y la multiplicacién escalar ® se
definen por

VP w = vw,

a®uv =0
Verificar que (V,®, K, ®) es un K-espacio vectorial, donde 1 es el vector cero y v~*
es el vector opuesto de v.

@: repasar la definicion axiomdtica de K-espacio vectorial.

1.2 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) El conjunto {[a 0 a]T ta € R} es un subespacio de R3.

(b) El conjunto { [a +b 0 a]T ta,be R} es un subespacio de R3.

¢) El conjunto < ¢ b ca,b,c € R} es un subespacio de R?*2,

(c) ] b e

(d) Para cada n € N, el conjunto {EZ:O arz® tag,a1,...,an € R} es un subespacio
de R[z].

(e) Para cada n € N, el conjunto de funciones

{a; + Z [ak, cos(2kmt) + by sen(2kmt)] : ag, a1, ..., an,b1,...,by € ]R}
k=1

es un subespacio de C*°(R).

@: observar que la morfologia de todos esos conjuntos es la misma:

n
g Cjvj 1 Cly.. .0 €R B,
j=1

donde vi,va,...,v, son vectores de un R-espacio vectorial. ;Serd verdad que el

conjunto {01 [1 O]T + co [0 I]T tc1,C9 € R+} es un subespacio?

1.3 Sean a y b dos numeros reales, arbitrarios pero fijos. Comprobar que los con-
juntos de funciones de R en C definidos por

Gy == {e* cos(bz), e sen(bx)} y Go i= {e(aﬁ-ib)m,e(a—ib)z}
generan el mismo C-espacio vectorial.

@: recordar la formula de Euler.



(a) Comprobar que B € gen{A1, As, A3} y hallar 3 maneras diferentes de represen-
tar B como combinacién lineal de las matrices Ay, As, As.

(b) Hallar una sistema de generadores del subespacio S de R? definido por

S:= {[Z‘l To ng}T : l‘lAl + $2A2 + LL‘3A3 = O]RQXQ} .
(c) Representar cada una de las matrices A; como una combinacién lineal de las
otras dos.

(d) Comprobar que para cada pareja i,j € I3 tal que i # j se verifica que

{0} € gen{A;} C gen{A;, A;} = gen{Ay, Ay, A3}.

1.5 @ Sean V un K-espacio vectorial y G = {v1, va, v3,v4} un conjunto de vectores
de V\ {0}. Sabiendo que 2v; — vo —v3 = 0y 2v; + v3 — vg = 0, hallar todos los
subconjuntos de § que pueden ser un sistema de generadores minimal del subespacio
generado por G.

1.6 En cada uno de los siguientes casos describir el subespacio S mediante un
sistema de generadores minimal.

(a)Sz{x€R3:z1—|—2x2—|—3x3=O}.

(b) S={z €R3: Az =0}, donde A = [1 2 3]

3 2 1

(C)S:{XGRM:X B g] _ B g} X}
() S = {p € Rafa] : [, p(a)dx = 0, [, op(a)dw = 0}.

(e) S={y € C®(R) : y — Ay =0}, donde \ € R.

1.7 4 [miniatura] Sean V un K-espacio vectorial y § = {vy, v2,v3} un sistema de
generadores de V. Probar que G es un sistema minimal de generadores de V si, y
sélo si, G es linealmente independiente.

@: Squé significa que G sea un sistema de generadores que no es minimal?
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1.8 %" [herramienta] Sean V un K-espacio vectorial, {v; : j € I,} C V un conjunto
linecalmente independiente, y A = [a;;] € K"*". Para cada i € I, se definen los
vectores w; := Z?Zl a;;vj. Mostrar que {w; : j € I} es linealmente independiente

si, y s6lo si, det(A) # 0.

1.9 Sea V un K-espacio vectorial. Se considera un conjunto de vectores lineal-
mente independiente {vy,ve,v3,v4} C V y se definen wy, we, w3, ws mediante

w1 1=V, — 2Vg + V3 — Uy,

Wy 1= —4vy — 209 + vy,

wsz = 201 + vy — v3 — vy,

wy = 17Tvy — 10vs + 11vg + v4.

LEl conjunto {wy,ws,ws,ws} es linealmente independiente?

1.10 Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son linealmente indepen-
dientes en su correspondiente espacio vectorial.

1 3 0
(a) El subconjunto 31,15 1|,[-5 de R3.
—2 —6 6

(b) El subconjunto {1+ 3z — 22?3 + 5z — 62%, -5z + 622} de R[z].

. 1 3 3 5| [0 =5 a%2
(c) El subconjunto {{_2 O} , {—6 0} , [6 0 }} de R#*=,

1.11 Determinar cudles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente
independientes:

(a) F = {1,sen(x),cos(x)}. (. caleular el Wronskiano de 5.
(b) § = {1+ 3sen(z) — 2cos(x),3 + 5sen(z) — 6 cos(x), —5sen(z) + 6 cos(x)}.

(c) G = {1+ 2sen(x) + 3cos(x), 4 + 5sen(x) + 7cos(z),2 + sen(z) 4 cos(x)}.

1.12 Hallar todos los valores de a € R para los cuales los siguientes subconjuntos
son linealmente dependientes en su correspondiente espacio vectorial.

(a) {1 + asen(z) + 3cos(x),4 + 5sen(x) + 7cos(z),a + sen(z) + cos(z)} en C*°(R).

(b) {1+ 2az + 2? + 22°,2 + azx + 42® + 82°,2% + 223} en Rs[z].

ol g b e



[ XY

1.13 "&" [herramienta] Explicar por qué los siguientes algoritmos producen una

base B de un subespacio S a partir de un sistema de generadores § del mismo.

(a) Algoritmo espacio filas:

Algorithm 1 espacio filas

Require: § = {vy,...,v} C K" un sistema de generadores del subespacio S.
Ensure: B una base del subespacio S.

1: Construir la matriz A € K™*" cuyas filas son v{,...,v1

2: Construir £ € K"™*™ la matriz escalonada por filas reducida de A

3: Listar las filas no nulas de E: {E; ., ..., E; «}

4: B+ {Eil*, ceey Eiq*}

5: return B

(b) Algoritmo espacio columnas:

Algorithm 2 espacio columnas

Require: § = {vy,...,v,} C K™ un sistema de generadores del subespacio S.
Ensure: B una base del subespacio S.

1: Construir la matriz A € K™*" cuyas columnas son vy, ..., v,
2: Construir F € K"™*™ la matriz escalonada por filas reducida de A

3: Listar las columnas de A que corresponden a las columnas pivotales de E:

{Ujl,...,’l}jp}
4: B<—{Uj17~-~7vjp}
5: return B

1.14 En cada uno de los siguientes casos, hallar dos bases del subespacio ge-
nerado por el sistema de generadores G: la primera utilizando el algortimo espacio

filas y la segunda utilizando el algoritmo espacio columnas.

0 2
(a) §= -1, |1 en R3.
L 1 _1_
(27 [2] [-2
(b)S=<|-1{(,|0],] 2 en R3.
|1 11 [-1

(c)§= o|,1|,(1],]|0 en R3.

@: alguno a mano y para ganar tiempo el resto a E=.
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1.15 Hallar una base y determinar la dimensién de cada uno de los siguientes
subespacios:

(a) S={p e Ryz] : p(1) = 0};
(b) S = {p € Rs[z] : p(1) = 0, p(2) = 0};
(c) S = {p € Ry[x] : 18p(0) = 3p”(0) 4 2p""(0), 6p'(0) = 6p"(0) — p"(0)};

(d) S ={p € Rafz]: p(1) = 0, p’(1) = 0, p"(1) = 0}

1.16 Hallar los valores de a € R para los que el conjunto
Bo={la 3 3 7.1 3 0~ [F 0« I}

es una base del subespacio S, = {z € R* : L1 — azs + x4 = 0}.

1.17 Sean ag,a; € R. Sabiendo que el espacio solucién de la ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden 2

y' + a1y’ + apy =0,

tiene dimensién 2, comprobar que

(a) cualesquiera sean a,b € R con b # a, el conjunto de funciones {ea”, eb’”} es una
base del espacio solucién de la ecuacién y” — (a + b)y' + aby = 0;

(b) para cualquier a € R, el conjunto de funciones {e®”, xe} es una base del
espacio solucién de la ecuacién 3" — 2ay’ + a’y = 0;

(c) cualesquiera sean a,b € R con b # 0, el conjunto de funciones
{e** cos(bx), e*” sen(bx)}

es una base del espacio solucién de la ecuaciéon y” — 2ay’ + (a® + b?)y = 0.

@: en cada caso, mostrar que la pareja de funciones satisface la ecuacion y es
linealmente independiente, el remate se obtiene por comparacion de dimensiones.

1.18 @ En cada uno de los siguientes casos, hallar y graficar la solucién y €
C*(R) de la ecuacién diferencial indicada que satisface las siguientes condiciones:

y(0)=1,4'(0) =1
(a) ¥ +4y =0;
(b) y" + 4y + 4y = 0;

(c)y" +4y +5y=0.



1.19 Sea A € R3*3 una matriz tal que col(A) = gen { 1 2 3}T, 1 -1 2]T}

ynul(A):gen{[—2 1 O}T},yseab:[l -7 O]T.

(a) Explicar por qué el sistema lineal Az = b es compatible.

(b) Explicar por qué el sistema lineal Az = b no puede tener una tnica solucién.

1.20 @ Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de
la matriz
1 4
ol

2 —3i . . .
34 gi , jexiste x € C2 tal que Az = b? Si la respuesta es afirmativa,

hallar todas las soluciones del sistema Az = b.

Sea b =

1.21 Sea A € R**5 la matriz definida por

12 0 4 0
13 5 2 1
A= 2 3 -5 10 0
24 0 8 1

(a) Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de la
matriz A.

(b) Sea b = [3 5 5 7]T, sexiste x € R® tal que Az = b? Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Ax = b.

(c) Parab=1[3 5 5 7}T, Jexiste x € fil(A) tal que Az = b? Si la respuesta es
afirmativa, hallar todas las soluciones del sistema Az = b pertenecientes a fil(A).

1.22 @ Lucas y Monk resolvieron el sistema lineal Az = b, donde
a=f v 1=l
Lucas encontré la solucion
Su=[1 0 0 1) +gen{1 0 0 -7, 0 1 1 27},
y Monk la solucién
Su=[0 1 1 0 +gen{[2 -1 -1 0", [-3 1 1 1}

lAlguno de los dos encontro la solucién correcta?
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1.23 Sean A € R**3 y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1

donde rango(B) = 2. Hallar una base de nul(B).

1.24 Sean A € R3*3 y B € R3** dos matrices tales que
10 -10 -5 5
AB= |11 -—-11 -4 7|,
11 -11 -5 6
donde rango(A) = 3, y B satisface que
B[t 11 1"=0 3 11", B[t o1 0" =[5 7 6.

Hallar todas las soluciones del sistema Bx = [5 1 4}T.

2 2 0 1
1.25 Sean B = 1, |-=1{, |1+ y v = [0|. Comprobar que B es una
0 1 1—14 1

base de C3 y determinar el vector de coordenadas de v respecto de la base B.

1.26 Sean py(z) = 3(x — 1)(x — 2), pa(x) = —x(z — 2) y ps(x) = ja(z — 1).
(a) Verificar que B = {p1,p2,p3} es una base de Ry[z].

(b) Observar que para cualquier polinomio p € Ra[z] el vector de coordenadas de
p respecto de la base B es

p(0)
1

(c) Hallar el vector de coordenadas de p(x) = 22 — x + 1 en la base B.

1.27 Sea X = {x; : ¢ € I,} C R un conjunto de n nimeros reales. Para cada
i €1, sea p; € R,,_1[x] el polinomio de grado n — 1 definido por

pl(gj) — H r — Tk

Ti — Tk
kel hsts 0 Uk

(a) Demostrar que By := {p; :i €[,} es una base de R, _i[x]. 3. para cada
polinomio p de R,,_1[z] estudiar el grado y la cantidad de raices del polinomio
n

r(z) =ple) =Y plz) [ .

X; — T
i=1 kel hsts 0 Tk
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(b) Observar que para cualquier polinomio p € R,,_1[x] el vector de coordenadas
de p respecto de la base By es [p]Px = S p(z;)e;, donde {e; : i € L} es la base

L . . T
canénica de R™. En particular, se tiene que [zF]Bx = [gc’f o5 .. xfl] .

(c) Concluir que dados y1,...,y, € R el polinomio p € R,,_1[z] definido por

n
r — T
po =S T 2
=1 kelyki b Uk

es el unico polinomio de grado menor o igual que n — 1 tal que su grafico I', :=
{(z,p(x)) : x € R} contiene al conjunto {(x;,y;) : i € I,}.

1.28 En cada uno de los siguientes casos hallar la matriz de cambio de coordenadas
de la base B = {vj :j €1,} en la base By y determinar el vector de coordenadas
de v =>3""_, ajv; en la base By.

(a) B; es la base canénica de R? y By es la base de R? definida por

1 3 0
Bo:=<[3|,|5],|-5
—2| |-6| |6

(b) By = {1,2,2°} es la base canénica de Ry[x] y By es la base de Ry[x] definida
por

By = {142z +2°2+ 52,3+ 3z + 827} .

_f|1 o] |0 1| {0 O] [0 O , 9%2
(c) fBl—{[O 0},[0 O]’[l O]’[O 1:|}€S la base candnica de R y Bs es

la base de R?*2 definida por
By 1 0] (1 1] (1 2| |1 3
2700 o1 1] |4 8|9 27|f”

1.29 Sea B; la base de R? definida por

3/5]1 [0l [-4/5
Br=<{|o0],[1],] 0 ,
4/5| |o| | 3/5

y sea By la base de R3 tal que la matriz de cambio de coordenadas de la base B,
en la base By es

10 10 -5
Mg?=— [11 -10 2
R R R V'
Hallar el vector de coordenadas de v = [5 4 3]T en base Bs.
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1.30 Sea B; la base de R? definida por

31 [-1] [2
Br:=<1(o|,l0],]|9
4] |7 11

(a) Hallar una base By de R? tal que la matriz de cambio de coordenadas de la
base B; en la base By sea

(b) Sea € la base canénica de R3. Hallar la matriz de cambio de coordenadas de
la base € en la base B, y para cada x € R3 determinar la expresién del vector de
coordenadas de x en la base B.

1.31 % [miniatura] Sea V un R-espacio vectorial y sean S; y So dos subespacios
de V tales que ninguno contiene al otro. Comprobar que para cualquier pareja de
vectores v y w tales que w € S; \ Sy y v € So\ Sy la recta L que pasa por w y es
paralela a v

L:={tv+w:teR}

tiene un nico punto en comun con S; y ninguno con Se. Utilizar este resultado para
comprobar que V no puede ser la unién de dos subespacios propios. En particular,
es imposible que la unién de dos subespacios sea un subespacio salvo que uno de
los dos contenga al otro.

1.32 Para las siguientes elecciones de subespacios S y Sy del espacio vectorial
V, hallar una base del mayor subespacio contenido en ambos y otra del menor
subespacio que los contiene.

(a) S; y S» son los subespacios de R* definidos por
Sy = {[wl To X3 J:4]T E]R4:x2+x3+x4 :0},

+a2y=0
SQ::{[JZl To I3 $4]T€R42{§;_g;4:0 }

(b) Sy y S son los subespacios de R® definidos por Sy := col(A) y Sz := nul(A),
donde A es la siguiente matriz de R5*°

-1 11 -2 1
-1 0 3 —4 2
A=|-1 0 3 -5 3
-1 0 3 -6 4
-1 0 3 -6 4
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(c) S1 vy Sq son los subespacios de R* definidos por
Sui=gen{[t 0 2 "1 11 1"},

Sai=gen{[d 2 2 07,2 0 2 0"}

1.33 @ [ver Ejercicio 1.23] Sean A € R**3 y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1
donde rg(B) = 2. Hallar una base del subespacio
nul(B) + {m ERY: 21420 =0,25+ 24 :O}.

1.34 [miniatura] Sean S; y Sy los subespacios de R? definidos por
S1 = {$€R221‘1—$2:0}7 S 1= {$ER22$1+$2:O}.

Hallar un subespacio T de R? tal que S; @ T = S, @ T = R?. ;Es tinico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.

1.35 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por
S=gen{[1 2 2 "0 1 0 1"},
Soi=gen{[t 0 1 27,1 2 1 0"}
Construir un subespacio T de R* tal que

Sl@T:SQ@T:{$€R4:x1—x2—|—x3—x4=0}.

(Es tinico? Si la respuesta es negativa, construir otro.

1.36 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por
Su=gen{[1 0 2 "1 1 1 1"},
Sq = {:Z?ER4 2311 — 2x9 + 3x3 — 4y =0, —x2 4+ 203 — 24 :0}.

Hallar un subespacio T de R* tal que S; @ T = S, @ T = R*. ;Es tnico? Si la
respuesta es negativa, construir otro.




